
Cours 2 – 12/09/2024
1. Introduction

1.3. Cinématique

1.3.a. Coordonnées cartésiennes

1.3.b. Coordonnées polaires
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Pour étudier la trajectoire d’un objet, il faut un système de coordonnées afin d’indexer sa
position en fonction du temps. Il existe plusieurs systèmes de coordonnées, qui sont plus
ou moins bien adaptés au mouvement considéré :

– coordonnées cartésiennes
– coordonnées polaires
– coordonnées curvilignes (repère de Frenet)
– coordonnées cylindriques
– coordonnées sphériques

Pour chaque système de coordonnées, un repère permet d’obtenir les composantes des vecteurs 
position, vitesse, et accélération.

Le repère doit être orthonormé direct :

1.3. Cinématique

ex , 𝑒𝑒𝑦𝑦 et ez sont dits « vecteurs de base » du repère

ex , 𝑒𝑒𝑦𝑦 et ez sont des vecteurs unitaires de norme 1 et formant entre eux des angles à 90°

ex ey et ez forment une base orthonormée directe (règle du tire bouchon)
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La position de P dans le repère R est donnée par 
le vecteur 𝑟𝑟 = 𝑂𝑂𝑂𝑂 avec  𝑟𝑟 = 𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑒𝑒𝑦𝑦 + 𝑧𝑧𝑒𝑒𝑧𝑧

On détermine les composantes x, y, et z du 
vecteur 𝑟𝑟 en le projetant dans la base 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑒𝑒𝑦𝑦 𝑒𝑒𝑧𝑧

 Coordonnées d’un vecteur dans un repère cartésien 
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1.3. Cinématique

Pa

𝑎⃗𝑎

𝑢𝑢

x = 𝑟𝑟 � 𝑒𝑒𝑥𝑥
y = 𝑟𝑟 � 𝑒𝑒𝑦𝑦
z = 𝑟𝑟 � 𝑒𝑒𝑧𝑧

Soit pour les composantes x, y, z :Projection : la projection Pa d’un vecteur 𝑎⃗𝑎 sur une droite 
d est le produit scalaire du vecteur 𝑎⃗𝑎 par le vecteur 
unitaire 𝑢𝑢 de cette droite, soit 𝑃𝑃𝑎𝑎 = 𝑎⃗𝑎 � 𝑢𝑢 = 𝑎𝑎 𝑢𝑢 cos 𝜙𝜙

Les composantes du vecteur 𝑟𝑟 sont les 
coordonnées du point P.

d
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Norme du vecteur vitesse

Norme du vecteur accélération

a

Vecteur vitesse :

Vecteur position : 

𝑟𝑟
𝑥𝑥(𝑡𝑡)

𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑧𝑧(𝑡𝑡)

r = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2

Norme du vecteur position

𝑟𝑟 = x 𝑒𝑒𝑥𝑥+ y 𝑒𝑒𝑦𝑦 + z 𝑒𝑒𝑧𝑧

𝑣⃗𝑣 = vx 𝑒𝑒𝑥𝑥 + vy 𝑒𝑒𝑦𝑦 + vz 𝑒𝑒𝑧𝑧

𝑎⃗𝑎 = ax 𝑒𝑒𝑥𝑥 + ay 𝑒𝑒𝑦𝑦 + az 𝑒𝑒𝑧𝑧
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

Vecteur accélération :

𝑣⃗𝑣 =
𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎⃗𝑎 =
𝑑𝑑𝑣⃗𝑣
𝑑𝑑𝑑𝑑

v
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Dans certains cas, les coordonnées cartésiennes ne sont pas les plus appropriées

 Exemple : calcul des composantes ax et ay de l’accélération en coordonnées cartésiennes
pour un mouvement en spirale (dans un plan) en fonction du rayon ρ et de l’angle ϕ (Cf. schéma).

𝑥𝑥 = 𝜌𝜌 cos 𝜑𝜑
𝑦𝑦 = 𝜌𝜌 sin 𝜑𝜑
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

Expression de x et y en fonction du rayon ρ et de l’angle ϕ :

Expression des composantes du vecteur vitesse en fonction de ρ et ϕ :

𝑣𝑣𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

𝑣𝑣𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡

On note 𝜌̇𝜌 et 𝜑̇𝜑 les dérivées temporelles de ρ et ϕ

x

y

ϕ
ρ

P

x

y

Exemple : mouvement en spirale

Il faut dériver le produit de deux fonctions : 
𝜌𝜌(t) cos 𝜑𝜑 𝑡𝑡 et 𝜌𝜌(t) sin 𝜑𝜑(𝑡𝑡)

et des fonctions composées cos 𝜑𝜑 𝑡𝑡 et sin 𝜑𝜑(𝑡𝑡))

O

Att : ϕ et ρ dépendent du temps
v⃗
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

Expression des composantes du vecteur vitesse en fonction de ρ et ϕ :

𝑣𝑣𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝜌𝜌 (𝜑̇𝜑 (− sin 𝜑𝜑)) + 𝜌̇𝜌 cos 𝜑𝜑 = −𝜌𝜌 𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜌̇𝜌 cos 𝜑𝜑

𝑣𝑣𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡 = 𝜌𝜌 (𝜑̇𝜑 cos 𝜑𝜑) + 𝜌̇𝜌 sin 𝜑𝜑 = 𝜌𝜌 𝜑̇𝜑 cos 𝜑𝜑 + 𝜌̇𝜌 sin 𝜑𝜑

x

y

ϕ
ρ P

x

y

(g ∘ f)’ = f’ g’(f) 

(uv)’ = v’u + u’ v  

u’u

g’(f)

Rappel : dérivées de produits de fonctions et de fonctions composées

O

𝑥𝑥 = 𝜌𝜌 cos 𝜑𝜑

𝑦𝑦 = 𝜌𝜌 sin 𝜑𝜑

Expression des coordonnées x et y :

u v
v = (g ∘ f) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑 𝑡𝑡avec

g f

dérivée du produit de deux fonctions

dérivée d’une fonction composée

f’

v’ v

Exemple : mouvement en spirale

v⃗
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𝑎𝑎𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[−𝜌𝜌 𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜌̇𝜌 cos 𝜑𝜑] = − 𝜌𝜌 [𝜑̈𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜑̇𝜑𝜑̇𝜑𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜑𝜑] − 𝜌̇𝜌 (𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑) + 𝜌̈𝜌 cos 𝜑𝜑 −𝜌̇𝜌(𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑)

𝑎𝑎𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝑣𝑣𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑡𝑡
=

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜌𝜌 𝜑̇𝜑 cos 𝜑𝜑 + 𝜌̇𝜌 sin 𝜑𝜑 = 𝜌𝜌[𝜑̈𝜑 cos 𝜑𝜑 − 𝜑̇𝜑𝜑̇𝜑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑] + 𝜌̇𝜌 (𝜑̇𝜑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑) + 𝜌̈𝜌𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑 +𝜌̇𝜌 (𝜑̇𝜑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑)
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes
Expression des composantes du vecteur accélération pour un mouvement circulaire en fonction de ρ et ϕ :

= −𝜌𝜌 [𝜑̈𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜑̇𝜑2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜑𝜑] − 2𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜌̈𝜌 cos 𝜑𝜑

= 𝜌𝜌[𝜑̈𝜑 cos 𝜑𝜑 − 𝜑̇𝜑2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑] + 2𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑 + 𝜌̈𝜌𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

Cas particulier : mouvement circulaire uniforme (𝜌𝜌 et 𝜑̇𝜑 constants) ⇒ 𝜌̇𝜌 = 0, 𝜌̈𝜌 = 0, 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜑̈𝜑 = 0

𝑎𝑎𝑥𝑥 = −𝜌𝜌 𝜑̇𝜑2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜑𝜑

𝑎𝑎𝑦𝑦 = − 𝜌𝜌𝜑̇𝜑2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑
soit 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑥𝑥

2 + 𝑎𝑎𝑦𝑦
2 = 𝜌𝜌 𝜑̇𝜑2 = 𝜌𝜌 𝜔𝜔2

y

𝑎⃗𝑎ω : vitesse angulaire

On reconnait ici l’accélération centripète 
pour un mouvement circulaire uniforme
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Il existe un système de coordonnées plus approprié qui permet de simplifier les expressions 
des vecteurs vitesse et accélération pour un mouvement circulaire dans un plan (2D).
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⇒ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑒𝑒𝜌𝜌 et 𝑒𝑒𝜑𝜑

1.3.b. Coordonnées polaires
Les expressions des composantes du vecteur accélération exprimées en fonction de ρ et ϕ
sont compliquées en coordonnées cartésiennes pour un mouvement circulaire quelconque.

𝑎𝑎𝑥𝑥 = −𝜌𝜌 [𝜑̈𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜑̇𝜑2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜑𝜑] − 2𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑 + 𝜌̈𝜌 cos 𝜑𝜑

𝑎𝑎𝑦𝑦 = 𝜌𝜌[𝜑̈𝜑 cos 𝜑𝜑 − 𝜑̇𝜑2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑] + 2𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑 + 𝜌̈𝜌𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑

𝑎⃗𝑎 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑒𝑒𝑦𝑦

Coordonnées cartésiennes Coordonnées polaires
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eρ et eϕ dépendent du temps car ϕ et ρ dépendent du temps
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1.3.b. Coordonnées polaires

eϕeρ
O

eϕ ρeρ

Trajectoire

La position du point P est définie par le vecteur position 𝑟𝑟 avec

 Définition

𝑟𝑟 = 𝜌𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌

v⃗

Coordonnées polaires – GeoGebra

𝑟𝑟

https://www.geogebra.org/m/qqqremda
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1.3.b. Coordonnées polaires
 Vecteur position et vecteur vitesse

x

y

P (t)

O

v⃗(t)

eρ
La vitesse du point P est définie par le vecteur 𝑣⃗𝑣 tel que

𝑣⃗𝑣 = 𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝜌𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌)

𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝜌𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌) = 𝜌̇𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌 + 𝜌𝜌 ̇𝑒𝑒𝜌𝜌 car 𝜌𝜌 et 𝑒𝑒𝜌𝜌 varient dans le 
temps  

P(t+∆t)

eρ

r⃗ (t+∆t)v⃗(t+∆t)

ϕ
ρr⃗

trajectoire

⇒ Il faut calculer la dérivée du vecteur 𝑒𝑒𝜌𝜌

La position du point P est repérée par le vecteur r⃗ tel que

r⃗ = ρ eρ Le vecteur eρ est un vecteur
unitaire, qui forme un angle ϕ avec 
l’axe Ox. 
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1.3.b. Coordonnées polaires

̇𝑒𝑒𝜌𝜌 = 𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑
̇𝑒𝑒𝜑𝜑 = −𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜌𝜌

̇𝑒𝑒𝜌𝜌 = −𝜑̇𝜑 sin 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝜑̇𝜑cos 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑦𝑦 = 𝜑̇𝜑 − sin 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑥𝑥 + cos 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑦𝑦 = 𝜑̇𝜑 𝑒𝑒𝜑𝜑

𝑒𝑒𝜑𝜑 = −sin 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑥𝑥 + cos 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑦𝑦

̇𝑒𝑒𝜑𝜑 = −𝜑̇𝜑 cos 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝜑̇𝜑sin 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑦𝑦 = −𝜑̇𝜑 cos 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑥𝑥 + sin 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑦𝑦 = −𝜑̇𝜑 𝑒𝑒𝜌𝜌

 Dérivées temporelles de eρ et vecteur eϕ

𝜑̇𝜑 = 𝜔𝜔 vitesse angulaireavec

𝑒𝑒𝜌𝜌 = cos 𝜑𝜑 𝑒𝑒𝑥𝑥 + sin 𝜑𝜑𝑒𝑒𝑦𝑦

x

y

ϕ

ey

ex

eρ

O

eϕ
ϕ

eρ

x

y

ϕ(t+dt)

̇𝑒𝑒𝜌𝜌
̇𝑒𝑒𝜑𝜑

eϕ
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eϕ
x

y

ϕ(t)

• eρ et eϕ forment une base orthonormée

• eρ et eϕ dépendent du temps

• eρ forme un angle ϕ avec l’axe Ox

12

1.3.b. Coordonnées polaires

eρ

 Vecteurs de base eρ et eϕ

𝑒𝑒𝜌𝜌 et 𝑒𝑒𝜑𝜑 sont perpendiculairesOn peut vérifier que 

𝑎𝑎𝑥𝑥𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦𝑏𝑏𝑦𝑦

soit = cos 𝜑𝜑 (−sin 𝜑𝜑) + sin 𝜑𝜑 cos 𝜑𝜑 = 0

on rappelle que le produit scalaire de vecteurs 𝑎⃗𝑎 et 𝑏𝑏 est 

𝑒𝑒𝜌𝜌 � 𝑒𝑒𝜑𝜑 ⟹ 𝑒𝑒𝜌𝜌 ⊥ 𝑒𝑒𝜑𝜑
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- Vitesse exprimée dans le repère (O;eρ, eϕ)

d’où

- Accélération exprimée dans le repère (O;eρ, eϕ)

Equation générale du mouvement : r⃗ = ρ eρ

avec

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑣𝑣𝜌𝜌 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜌̇𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌 = 𝜌̇𝜌 ̇𝑒𝑒𝜌𝜌 + 𝜌̈𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌 = 𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑 + 𝜌̈𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑣𝑣𝜑𝜑 =

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜌𝜌𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑 = 𝜌𝜌 𝜑̇𝜑 ̇𝑒𝑒𝜑𝜑 + 𝜑̈𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑 + 𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑 = −𝜌𝜌𝜑̇𝜑2𝑒𝑒𝜌𝜌 + 𝜌𝜌𝜑̈𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑 + 𝜌̇𝜌𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑
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1.3.b. Coordonnées polaires

𝑒𝑒𝜑𝜑

𝑒𝑒𝜌𝜌

𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝜌𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌) = 𝜌̇𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌 + 𝜌𝜌 ̇𝑒𝑒𝜌𝜌
𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝜌̇𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌 + 𝜌𝜌𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑
̇𝑒𝑒𝜌𝜌 = 𝜑̇𝜑 𝑒𝑒ϕ

𝑣⃗𝑣 =
𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑣𝑣𝜌𝜌𝑒𝑒𝜌𝜌 + 𝑣𝑣𝜑𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑
𝑣𝑣𝜌𝜌 = 𝜌̇𝜌
𝑣𝑣𝜑𝜑 = 𝜌𝜌𝜑̇𝜑

Position du point P dans le repère polaire en fonction du temps

x

y

ϕρ
P (t)

O

v⃗(t)

r⃗

eρ

trajectoire

soit

𝑣𝑣𝜌𝜌
𝑣𝑣𝜑𝜑

𝑒𝑒𝜌𝜌 = 𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜑𝜑

̇𝑒𝑒𝜑𝜑 = −𝜑̇𝜑𝑒𝑒𝜌𝜌

vitesse radiale

vitesse tangentielle

https://cours.qr.s-g-epfl.com/c/phys-101(e)-f24/2/13/
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