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1. Introduction

1.3. Cinématique
1.3.a. Coordonnées cartésiennes

1.3.b. Coordonnées polaires

Va
R | o [ e, = pe, e, = —Qe, ]
e, o1+ ) P ¢ v P
X



https://cours.qr.s-g-epfl.com/c/phys-101(e)-f24/2/1/

1.3. Cinematique

Pour étudier la trajectoire d’'un objet, il faut un systéme de coordonnées afin d'indexer sa
position en fonction du temps. Il existe plusieurs systéemes de coordonnées, qui sont plus
Oou moins bien adaptés au mouvement consideére :

— coordonnées cartesiennes
— coordonnees polaires

o . .
trajectoire

— coordonnées curvilignes (repere de Frenet)

référentiel
X

— coordonnées cylindriques
— coordonnées sphériques

Pour chaque systeme de coordonnées, un repére permet d’obtenir les composantes des vecteurs

position, vitesse, et accélération. T
Le repére doit étre orthonormé direct : 1
e, e, ete forment une base orthonormée directe (régle du tire bouchon) .
X, Y2
4
e,, e, ete. sont dits « vecteurs de base » du repére 0 e -

e;, e, ete. sontdes vecteurs unitaires de norme 1 et formant entre eux des angles a 90° | /=
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1.3. Cinematique
B Coordonnées d'un vecteur dans un repere cartésien

T La position de P dans le repere R est donnee par
= le vecteur ¥ = OP avec 7 = xe, + ye, + ze,
= P(x.y.2)
Atz r , .
0 G . On détermine les composantes x, y, et z du
e vecteur 7 en le projetant dans la base e, e, e,
@roieotion : la projection P, d’'un vecteur a sur une droite Soit pour les composantes x, y, z : \

d est le produit scalaire du vecteur d par le vecteur
unitaire 1 de cette droite, soit P, = d -1 =au cos¢

—
L] ex

—
€y
Y
eZ

N e =
Il
T T

Les composantes du vecteur 7 sont les
coordonnées du point P, /
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

Vecteur position : F=xey+ye, tze, T
(x(t) “
R — 2 2 2
Norme du vecteur position 0p<w ', -y
\Z(¢) b
Vecteur vitesse : =v, e, +tv, e, T v, e, /
d_’ ( Up = T (f)
p=—  — < v, =y V= /2?4 % + 22
dt V, = 2 (f) Norme du vecteur vitesse

\

Vecteur acceleration : a=a, ey +a,e, +a, e,

4 .
dﬁ Ay = X (f)
- . P Y e
=7 — § ay =Yt a= /i + §? + 3
a. = 2 (1) Norme du vecteur accélération

\
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

Dans certains cas, les coordonnées cartésiennes ne sont pas les plus appropriees

B Exemple : calcul des composantes q, et a, de I'acceleration en coordonnees cartesiennes
pour un mouvement en spirale (dans un plan) en fonction du rayon p et de I'angle ¢ (cf. schémay).

On note p et ¢ les dérivées temporelles de p et ¢

Expression de x et y en fonction du rayon p et de I'angle ¢ :

{x=pcosg0

) Att: ¢ et p dépendent du temps
y =psing

Expression des composantes du vecteur vitesse en fonction de pet ¢ :

- dx
Vx =1 Il faut dériver le produit de deux fonctions :
- p p(t) cosp(t) et p(t)sing(t) A
. = ay et des fonctions composées cos @ (t) et sin @ (t))
Exemple : mouvement en spirale L7 dt
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

Rappel : dérivées de produits de fonctions et de fonctions composées

(uwv)’=v’u+u’ v dérivée du produit de deux fonctions

(gof)y’=1g'(f) derivée d'une fonction composee

Expression des coordonnees x et y :

u v g f

o o
X=p cose avec v=(gof)=cosqp(t)
y=psing

Expression des composantes du vecteur vitesse en fonction de p et ¢:

> bl

u \% u v
- dx k_ e T . :
vy =—r=p (@ (=sing))+pcosg =—p@sing +pcos¢
\_Y_, 2
1 g
Exemple : mouvement en spirale dy . o _ o
vy=E=p(<pcos<p)+psmg0=p<pcos<p+psmg0

“—
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1.3.a. Coordonnées cartésiennes

a

dv 7 OO S VI S SEM
ax:d_txzdt[ pqosm<p+pCOS<p] — p [@sin@ + @pcos] — p (¢ sin @)i+f cos 9 —p(@ sin @)

__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

<
dvy R
ay =—==—I|p ¢ cos g+ psin g]
| =plPcosg — ¢*sing] + 2p¢ cos ¢ + psing

/Cas particulier : mouvement circulaire uniforme (p et ¢ constants) = p =0, =0, et ¢ =0 \

2
= —p ¢%cosg
L soit a = /a,zc+a32,=p<p2=pw2

ay = — pP-sing : ,
o : vitesse angulaire

On reconnait ici 'accélération centripete
\ pour un mouvement circulaire uniforme
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1.3.b. Coordonnees polaires

Les expressions des composantes du vecteur accélération exprimeées en fonction de p et ¢
sont compliquéees en coordonnées cartesiennes pour un mouvement circulaire quelconque.

Il existe un systeme de coordonnées plus approprié qui permet de simplifier les expressions
des vecteurs vitesse et accélération pour un mouvement circulaire dans un plan (2D).

N S SN S NN S NN SN NN SN SN SN SN SN SN NN SN SN SN SN RN SN NN SN SN SN SN SN SN NN SN S SN S RN SN N SN S R S S Sy N S N S N SN S S S Sy

{" Coordonnées cartésiennes \‘. ;’I Coordonnées polaires \:
. . . .
E A = ayey + ayey E E a=aye, t+aye, E
a, = —p [¢sing + ¢pZcosp] — 2p@ sinp + j cos ¢ a, = p— pp?
i a, = pl@ cos @ — cpzsincp] + 2p¢ cos ¢ + psing ; i o = 2pP + pp ;
‘\ /’ ‘\\ /I

N N N S N S NN SN SN SN SN SN SN N NN SN SN SN SN SN NN SN SN SN S SN SN N SN S SN SN SN S N SN S S S .

= nous allons voir dans ce qui suit ce que sont e, et @)
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1.3.b. Coordonnées polaires

B Définition

YA
Trajectoire

-

Y

J\P
N _>r
c
eq) p(pp

O

Coordonnées polaires — GeoGebra

>
X

Le systeme de coordonnées polaires est un
systéme de coordonnées a 2 dimensions:

La position du point P est définie par sa
distance p a l'origine O du repére et par un

angle ¢. ¢ est défini entre I'axe Ox et un axe,
appelé axe polaire, qui porte le vecteur OP.

Les vecteurs unitaires orthonormés sont e, et e,

e, et e,dépendent du temps car ¢ et p dépendent du temps A\

La position du point P est définie par le vecteur position # avec 1 = pe_p)



https://www.geogebra.org/m/qqqremda
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1.3.b. Coordonnées polaires

B \Vecteur position et vecteur vitesse

 P(t+AY

t (t++A7)

%
€

N
r

®»

1o

La position du point P est repérée par le vecteur 1 tel que

. ? — 6_) Le vecteur e_/; est un vecteur
V() P s unitaire, qui forme un angle ¢ avec
'axe Ox.
Pt : . e >
¥ La vitesse du point P est définie par le vecteur v tel que
:x 1—} . dT_z L d ( )
dt pe
dr — — :
== (pep) = pe, + pe, car p ete, varient dans le
temps

= || faut calculer la dérivée du vecteur e_p’

10
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1.3.b. Coordonnées polaires

B Dérivées temporelles de e, et vecteur e,

1 e, = cos ¢ e, + sin pe,,
— —> e, = —¢singpe, + ¢cos ey
e P y
“onat ©p
Pt
¢ . .
o = - ep = —SIN@ e, + Ccosg ey,
e_;p’=—<pcos<pe_x’—gbsing0@’
Y4
G | NG
— ep —.) « — _.> — » —>
e p(t+dy) ep = Pey Cp = —PEp

avec (0 = w vitesse angulaire

11
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1.3.b. Coordonnées polaires

B \ecteurs de base e_p’ et e_(;

On peut vérifier que e, et e, sont perpendiculaires

on rappelle que le produit scalaire de vecteurs a et Bce,ﬂix + ay,b,

soit e_p)'%) = cos@ (—sing) +sinpcosp =0 = e, Le,

-

o e_p’ et e_g; forment une base orthonormée

!

e e ete, dépendentdu temps

s
/'

Joi
To(t)

e e, forme un angle p avec 'axe Ox

12
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1.3.b. Coordonnées polaires

Equation générale du mouvement : 1 = pe,

Position du point P dans le repere polaire en fonction du temps

—_—

- Vitesse exprimee dans le repere (O;e, e,

ar d _ . o, odr
Fri a(pep) = pe, + pe, avec e, = @ ey dou Fri pe, + ppe,
dr v, = ,0 vitesse radiale

Vo = PP | vitesse tangentielle

—_—

- Accélération exprimee dans le repere (O;e, ¢,

€p = P€y
e, = —¢Pe, d_, d

Va

13
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